ETUDE LOCALE ET ASYMPTOTIQUE
DES SUITES ET DES FONCTIONS

I- Limite d'une suite

1) Limite réelle

Définition : Dire qu’un réek est limite d’'une suite () signifie quetout intervalle ouvert de
centrel contienttous les termedgde la suitea partir d’'un certain indice.

Le nombre s’appellela limite de la suite (§).

au plus un nombre fini tous les ya partir d’'un au plus un nombre fini
de yavec n<p indice ny de yavecn<p
Se 3¢ ] Se e3¢ Se se | s, Se se [ Se Se
{
On note : lim u, =¢ On dit que (W) converge verd.
n-+oo

Exemple Les suite{lj, (izj et (i] convergent vers O.
n)' {n Jn

Remargue : Un intervalle ouvert de centtest de la forme{- ¢, ¢ + € [, avece > 0.
upO]L-gl+e[ o (L-e<u<!l+e = |uy-L]| <e
Donc: lim u, =¢ < il existe p dansN tel que, pour toute ny, |w-¢| <e.

n-+o

Théoreme et définition :» Si (4,) converge ver$ alorst est unique.

* Si (u) ne converge pas, alors,|lest divergente. Dans ce cas, soit elle n'a palindte,
comme par exemple (-")soit elle a une limite infinie.

2) Limite infinie

Définition : Dire que la suite @) a pour limite +0 signifie que tout intervalle ouvert de la
forme ]A, + [ contient tous les termes de la sutpartir d’un certain indice..

On écrit: lim u, = +0.

n - +oo

Exemple Les suites (n), (n?), th (\/ﬁ) ont pour limite HJ.

Remarques :* On définit de méme 1im u, =-[.

n-+o
» On peut dire aussi que, pour tout réel A ddng existe i dans\N tel que :
Si N2 ng, alors w, = A.



[I- Limites de fonctions a l'infini

1) Limite finie en + [0 - Asymptote horizontale
Définition : Une fonction f apour limite le nombre ¢ en + [ signifie que tout intervalle
ouvert de centré contient toutes les valeurs f (x) prises pour tessx assez grands, c’est-a-

dire tous les x d’un intervalle de la forme A [.
On écrit : lim f(x)=¢

X — +o00

Interprétation graphigue :

Pour tout intervalle ouvert centré &naussi petit soit-il, on

peut trouver un réel A tel qué, . . o SOit dans la partie
I+ o coloree.
f (x) On dit queda droite d’équation y =¢ est asymptote &C en
LL +0.

lim f(x)=¢ « pourtoute >0, il existe % dansR tel

A X que, si X2 Xo, alors | f(x) -¢| <€

Remarques :» On définit de mémelim f (x) = ¢ Cela signifie que tout intervalle ouvert

X -5 —00

centré er contient tous les f (x) lorsque x décrit un intdievae la forme ] 41, A[.

* Les fonctions x— 1 X+—> 1 , X —> L (nON*), X —> = ont pour limite 0 en +1.
X 2 X" Jx
Exemple ¢ Soit f : x— ax - 5.
2xX + 3

lim f(x) = lim X _ 5. Donc la droite D d’équation y = 2 est asympta€.

X - +00 X - +00 2X

Etudions la position deC par rapport a D.
x-5 ,_ -1

2x+3 ~ 2x +3
Donc : f (x) — 2 est du signe contraire de 2x + 3.

On étudie le signe de f (x) — 2. f(x)—2

Si2x + 3 <0, c'est-a-dire x <§, alors f (x) — 2 > 0C est au-dessus de D.

Si2x + 3 > 0, c’est-a-dire x >§, alors f (x) — 2 < OC est au-dessous de D.

2) Limite infinie en + [

Définition : Une fonction f goour limite + O en +0 signifie que tout intervalle ouvert de la
forme ] M, +0[ contient toutes les valeurs f (x) prises paurstles x assez grands, c’'est-a-
dire tous les x d’un intervalle de la forme ]A[ [.

On écrit : lim f (x) = + .

X — +o




Interprétation graphigue :
Pour toute droite d’équation y = M, on peut trouuee e
droite d’équation x = A telle quU€; . o SOit dans la "
partie colorée.
Remarques :+ On définit de mémelim f(x)=- O et
X - —o0 C

les limites infinies en EJ. —
. XIiﬂrﬂmx =+00 Xlinjw X2 =+00 A X
lim x" =+o0 (n O N¥) lim v/x =+oo.
X - +oo X - +00
e limx=-o lIm X2 =+

X —» —o00 X —» —oo
* Si n est pair,lim x" =+, Si n est impair,lim x" =—oo0,

X > —0 X - —00

[1l- Limites de fonctions en un réel a

1) Définition : Une fonction f goour limite + 0 en asignifie que tout intervalle ouvert de la
forme ] M, +0 [ contient toutes les valeurs f (x) prises pawstles x proches de a, c'est-a-
dire tous les x d’un intervalle de la forme ]@,-a +a [, aveca > 0.

On écrit : lim f (x) = +oo.

X-a

Interprétation graphique :

Pour toute droite D, on peut trouver un intervddleb| tel
queCa, by SOIt dans la partie colorée.

On dit que la droiteA d’équation x = a esasymptote M
verticale aC en +[1.

Exemple Soit f définie sulR, par f (x) =

X | =
@)
j8}]
(ep

lim f (x)=+0
Donc aussi grand que soit M ddiRsf (x) dépasse M pour tout x daﬂ@, %[

Eneffet: f(X)>M - 1>M - x<i
X M

2) Limite finie en a
Définition : Une fonction f gour limite le nombre ¢ lorsque x tend vers asignifie que tout
intervalle ouvert de centéecontient toutes les valeurs f (x) prises pour tiess< proches de a,

c’est-a-dire dans un intervalle de la forme Jog a +a [,aveca > 0.




On écrit : 1i[naf (x)= ¢ SN .
Les valeurs f (x) s’accumulent autour depour tous les x e \i\ i
proches de a. Donc les distances de f(X)teéndent vers 0. 1 : ; :
. . f(x) ! : I
lim f (x)=¢ - lim |f (x) -¢] = 0. s r e
| |
i l i
Interprétation graphigue : i i i
Pour tout intervalle ouvert | de centteaussi petit soit-il on a X

peut trouver un intervalle ouvert J de centre guelC;; soit dans la partie colorée.
Si a estdands et si lim f (x) = ¢(, alors{=f (a).
X - 400

V- Théorémes de comparaison pour les suites

Théoréme 1 :Soient (i), (vn) et (w,) trois suites. Si, a partir d'un certain rangswp, < Wy,
etsi lim u, =Ilim w_  =¢ alors lim v, =¢

no+ow no+ow n-+o

Démonstration(BAC) : Soite > 0.
Il faut prouver qu’'a partir d’'un certain rang,M ] ¢-€, £ + €.
lim u, = ¢ donc il existe pdansN tel que, sirem, alors WwO]¢-¢,L+€].

n-+o

lim w, =¢ donc il existe pdansN tel que, sire m, alors wO]{-¢g,L+¢€].

N +o
De plus, il existe ndansN tel que, si re ng, alors Y < vy < Wy,
Soit = Max (n, np, ng). Pour reng, ona:{-&<uy, W, <{+E€, Uy < Vp< W
Donc: :{-e<U, SVa<WyhW,<{+¢€. En particulier £-¢<v,<{+E¢.
Donc:wO]¢-gL+€[. limu, =¢

n-+o

Théoreme 2 :Soient deux suites (U (v,) et un réel.

Si, a partir d’'un certain rang,,|t¢ |< vy et si lim v, =0, alors lim u, = &
n- +o n - +oo
Théoreme 3 :Soient deux suites ({uet ().
* Si, a partir d’'un certain rang, 8 v, et si lim u, =+, alors lim v = +o
n-+o n-+o
* Si, a partir d’'un certain rang, 8 Vo et si lim v, =- o, alors lim u,= - o.

n- +o no+o

Démonstratio(BAC) : Soit A dansR.
Montrons qu’a partir d’'un certain rang, M ] A, +o .
lim u, = ¢ donc il existe pdansN tel que, si e m, alors YO A, +oof.

Nn - +oo

Il existe n dansN tel que, si 2 ny, alors Y < v,

4



Posons g= Max (n, np). Pour =g, ona: yO] A, +o[ et <vy Donc: O] A, +oo].
Donc: lim v, = +oco.

n-+o

V- Théoremes de comparaison pour les fonctions

Soit 1 =] b, +0[. Soient f, g, h définies sur I. SditdansR.

1) Théoreme d’encadrement
Si, pour tout x de Iy (x) < f (x) < h (x), et si lim g(x)= lim h(x) = ¢, alors lim f(x) =¢.

X — +o00

Démonstration(BAC) : lim g(x) = lim h(x) = ¢ Donc tout intervalle ouvert de centte

contient toutes les valeurs g (x) et h (x) poursgseaz grand supérieur a b. Il contient donc
aussi toutes les valeurs f (x). Donclim f (x) = ¢
X - +oo

Exemples « f (x) = X Etudions lim f (x).
-1<sin x< 1. Soit x > 0. Alors :—E < sin X si.Or: lim -1 = lim 1 =0.
X X X Xoteo X xoto X

Donc : lim f(x) = 0.

X — +o00

-f(x):¥.0na:E(x)sx< E(X)+ 1. Donc:x—%E(X)<x.
x-1 EW g L 1 2 EW g orimi-to o lim £ (x) = 1.
X X X X X —» +0o0 X X - +00

Conséguence Si, pour tout x de |, |f (X)&]|< g (x), et si Iir[] g(x) =0, alors Iin+”| f (x) =4

Démonstration [f (X) -£|<g(X) = -g(X)s fT(X)-£ <g(X) = L-g(X)< f(X) <L +g (X)
lim g(x) =0 = lm ¢-g(x)=0 et lim t+g()=t = |in+1f(x)=e.

X — +o00
. _ 1
Exemple Etudions la limite en O de x sih.
X

-1
sin—
X

[T(X)|= <1.Donc: G |f(x)|<x.

1
xsin—| =| x |x
X

sini‘ Or:
X

lim[x| =0 = limf(x) =0 = lim|f(x)- 0| =0 = limf(x) =o0.

2) Comparaison a l'infini
Théoreme :
1) Si, pour tout x de I, f (x) > g (x), et dim g(x) = +o, alors lim f (x) = +oo.

X — +o00

2) Si, pour tout x de |, f (& g (x), et si lim g(x) = -0, alors lim f(x) = -co.

X — +o

5



Démonstratiordu 1: X'lfpwg(x) =+ donc tout intervalle de la forme ] M ; [ [ contient

toutes les valeurs de g (x) pour x assez grarmhnitient aussi toutes les valeurs de f (xX) pour
x assez grand, puisqfié) > g (x). Donc lim f (x) = +e.

Exemples ¢ Etudions lim x + cos X.

X — +o0

cosx=2-1 = x+cosx= x-1 Donc:lim x+cosx= lim x-1

X —» +oo X - +oo

Iim x-1=+0 = Ilim X+ C0OS X = +o.

X - +oo X — +oo
. i lim /x2+x.
Etudlonsxﬁm

Pour tout x > 0, X2 + 2 x2. Donc :{/X2 + X = 4X2.0r: ¥x2 = |x| = x.

Donc: Jx2+x =2x. lim x-1=40 = Ilim Xx2+X =+

X — +00 X — + 00

VI- Convergence des suites monotones

1) Théoréme 1 :Toute suite croissante non majorée a pour liméte +

Démonstratio(BAC) : Soit (kyune suite croissante non majorée.
Montrons qu’a partir d’'un certain rang, I ] A, +o .
(unyn’est pas majoree, donc il existedansN tel queu,, = A.

(un)est croissante, donc, pour tout g : Uh 2 U, = A.

Donc : pourtout e ng: Uy ] A, +oo].

2) Théoreme 2 » Toute suite croissante et majorée est convergente.
» Toute suite décroissante et minorée est convergent

VII- Limites et composition

1) Pour les suites
Théoreme 1 :Soient f une fonction définie sur [ a,e¢] et () la suite définie par= f (n).
Si la fonction f a pour limite | en ¢o, alors la suite ({) a pour limite | en +eo .

- 2+5n+ . . 24+ 5n+
Exemple Soit () telle que W= 2n—5nl Etudions lim 2n°+5n+1 .
nZ+n n-+o n2 +n
. 2 4+ + . . 2 4+ +
SO|tf X — M A|Ors TW = f (n) I|m f (X) =2 — I|m 2n 5n 1 -9
X2+X X - +oo n_o+ow n2+n



Théoréme 2 : Soient f une fonction définie sur | et,fvune suite dont tous les termes
appartiennent a |. a et b désignent des réels @wtt -. Si lim v, = a etlim f (x) = b,
X-a

n-+o

alors lim f(vy) = b.

n-+ow

) 3n+2 3n+2
Exemple Soit telle que y= .Uy, =4/V_ avec y = )
p (W) que ,/n+1 =4V, Vi —

. 3n+2
lim

n-te n+1

=3 et Iim3\/_:\/§ donc lim u, = +/3.

n- +oo

2) Pour les fonctions

Définition : Soientf: l—Jetg:Jd— R.
La fonction composée de f suivie de gotée g o f, est la fonction définie sur | par :
(gof)(x)=glf(x)]

Théoreme :Soitf, get htellesque h=gof.
Si limf (x) = b et Iimbg(x) = ¢, alors lim h(x) = c.

X- a X- a

Exemples-Etudioninr[] X2+ x +1. x Mo x2+x+ 1P~ Jx2+x+1
x M- X M- JX lim X =+0 Jim VX =+0,

Donc: lim /x2+x +1 =+[1.

X — +o00

e Etudions lim x sini.

X — + 00 X
Posons X :1 X sinl = isin X= SinX
X x X
inX . . sinX : .
x M- X P > lim f(x)=0 et lim >—==1 = lim xsint=1
X + 0 Xx-0 X X o 40 X
Ce changement de variable est a noter.
) . . sinx i inx — si .
Démonstration de lim ——=1: SinX _ sinx —sin0 _ (sinx)o=cos0=1
x-0 X X x—-0

VIlI- Suites adjacentes

1) Définition : Deux suites (§) et (w) sont adjacentes si et seulement si :
* (uy) est croissante ;
* (vn) est décroissante ;
* (un - V) converge vers 0.



Exemple Soient (y) et (w) définies par g= 1 - % Vh=1+ % Montrons que () et (W)

sont adjacentes.

3 3 _-3n+3(n+1) _ 3
-1+— = =

n+1 n n(n+1) n(n+1)

nNN+1)>0= W+1—WwW>0= (u) est croissante.

*Up+1—Wh=1-

2n-2(n+1 _ -2
n(n+1) n(n+1)
nNn+1)>0 = Vy+1— VW <0 = (vy) est décroissante.
. un-vnzl-§ -1- 2 -2 lim _—520 = (W, - Vp) converge vers 0.
n n n X=te
Donc (w) et () sont adjacentes.

oVn+1_Vn:1+ 2 g
n

-1-
n+1

1 5 1 3
Ona:y=-2,v=3,=-—, V=2, =0, = —, ly=—,Vg= —,
u 1 V) 5 p) B \5 3 U 4 4 5
-2 0 3
— L o—0 o—0—o
Th! v

On remarque que les intervalleg,[w,] sont emboités et leurs longueurs tendent vers 0.

2) Théoreme :Deux suites adjacentes convergent et ont la ménite

Démonstration(BAC) : « Montrons que, pour tout n &, u, < v,.
(un) est croissante= Uy +1— W= 0.
(vn) est décroissante=> V,+1— W< 0.
(Un+1-Vn+D) = (th=Vn) = (lh+1= ) = (Vh+1-Vn) = (h+1-Va+1) = (th-Vn) 20
= (W, - vp) est croissante
lim u, - v,= 0 donc les termes de la suitg {w,) sont négatifs ou nuls.

N oo

Donc, pour toutn d& : u,-vp<0.Donc: Yysv, et W< U S V< V.

* (uy) est une suite croissante et majorée padanc (4) est convergente. Sdisa limite.

* (vp) est une suite décroissante et minorée gatanc () est convergente. Sditsa limite.
limu,-v,= limu, - limv =¢{-£'=0 = (=¢

n- +oo n- +o n - +o

Remarqgue: Les suites adjacentes permettent d’approcher sertaombres irrationnels.



IX- Asymptote oblique

1) Définition : Lorsqu’il existe deux réels a et b tels quier+1 [f (X) = (ax + b)] = 0, on dit

guela droite D d’équation y = ax + b est asymptote aal courbe représentative de f au
voisinage de +o.
La définition est la méme au voisinage de - A

Interprétation graphique : 4]
AB=|f(x)—(ax + b) |

Pour les grandes valeurs de x, AB est voisine de 03
La droite D et la courb€ sont tres proches l'une de¢
l'autre.

k2
i

2) Exemple : .

Montrer que la droite D d'équation y = x + 1 e |

asymptote a la courbe représentativde la fonction
o]
2 4+ + T
f:X— w’ i} 1
X+ 2

i R T T —

Fd
W
J

f(x)—(x+1) - —1 lim — LI 0 Donc D est asymptoteGa
X+2  Xote X+2

On étudie le signe de f (x) — (x + 1), doncel%rl—z. Il est du signe contraire de x + 2.
X
Six>-2, alors_Tl2 <0.Donc : f(x)— (x +1) < OC est au-dessous de D.
X

Six<-2, alors_Tl2 > 0. Donc : f(x) — (x + 1) > OC est au-dessus de D.
X



